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Resumen

Con el objetivo de promover entre los estudiantes de nivel licenciatura, tanto de ciencias sociales como de ingenieria, el uso del
formalismo matematico para modelar situaciones de la vida real, en el presente trabajo se muestra un modelo matematico aplicado al
equilibrio general, el cual involucra el uso de herramientas de calculo diferencial, matematicas financieras, algebra matricial y economia.
Para conseguir este objetivo en el presente trabajo se utiliza un modelo neoclisico de economia con produccion de propiedad privada
(economia en la cual los consumidores tienen participacion directa en sobre el beneficio generado por las empresas) sefialando en la
medida de lo posible las relaciones existentes entre los supuestos e hipétesis del modelo con la vida real, hacer este tipo de relaciones es
importante para mostrar a los estudiantes que la mayoria de las hipdtesis abstractas en los modelo tienen como objetivo capturar la
esencia de los problemas de la vida cotidiana. Una vez descritos los fundamentos de este tipo de modelos y lo que estos buscan representar
de la realidad se plantea una posible linea de investigacion que extiende los resultados existentes sobre la aplicacion del formalismo
matematico a la economia, esta posible nueva linea de investigacion se centra en el uso del cilculo diferencial y la teoria de conjuntos
para modelar decisiones de diversificacion de mercado de las empresas en una economia, por lo que puede plantear un problema
interesante y realizable para estudiantes de licenciatura con formacién en 4reas donde se curse este tipo de materias.

Palabras clave— Modelos matematicos, aplicaciones de las matematicas a la economia, equilibrio general, diversificaciéon de mercado.

Abstract

Intending to promote among undergraduate students, both in social sciences and engineering, the use of mathematical formalism to
model real-life situations, this work shows a mathematical model applied to general equilibrium, which involves differential calculus
tools, financial mathematics, matrix algebra, and economics. To achieve this objective, this work uses a neoclassical model of economy
with privately owned production (an economy in which consumers have direct participation in the profit generated by companies),
pointing out, as far as possible, the existing relationships between the assumptions and hypotheses of the model with real life, making
these types of relationships is important to show students that most of the abstract hypotheses in the models are intended to capture the
essence of everyday life problems. Once the foundations of this type of model and what they seek to represent about reality have been
described, a line of research is proposed that extends the existing results on the application of mathematical formalism to economics.
This possible new line of research focuses on the use of differential calculus and set theory to model market diversification decisions of
companies in an economy, so it can pose an interesting and feasible problem for undergraduate students with training in areas where
this type of subject is taken.

Keywords— Mathematical models, applications of mathematics to economics, general equilibrium, market diversification.

alla, en 4reas de las ciencias sociales como lo es la psicologia,

L INTRODUCCION las herramientas matematicas provenientes de la estadistica han

| uso del formalismo matemdtico para modelar y dar ayuda a validar estudios e hip6tesis mediante el procesamiento

soluciones a probleméticas de la vida real es cada vez mas Y ana11§1s de datqs (Yer por ejemplo (Cowles, 2005) para

frecuente, modelos como los de crecimiento poblacién en la profundizar en aplicaciones en esta area). Mientras que en la

biologia emplean el uso de funciones exponenciales y administracion las técnicas estadisticas son utilizadas en la
ecuaciones diferenciales para explicar el rapido crecimiento de  toma decisiones (Villegas, 2019).

una poblacion. Por su parte, en dreas como la medicina el uso A nivel mas tedrico y abstracto, fuera del uso de la
de sistemas dinamicos ha ganado relevancia en los Gltimos estadistica, las herramientas matematicas formales como los

tiempos al implementar técnicas de codificacion para SO la teoria de conjuntos, el analisis matematicos, andlisis
diagnosticar arritmias cardiacas (Maldonado et al., 2004). funcional, la topologia, ecuaciones diferenciales y los sistemas
Mientras que en dreas como la dptica estas han ayuda a modelar ~ dindmicos han encontrado un gran campo de accién en la
como viaja la luz a través de una fibra 6ptica, lo cual ha traido ~ €conomia, donde, como se muestra en (Accinelli ez al., 2016),
grandes avances no solo en esta disciplina, sino que también en ~ (Accinelli et al,, 2021), (An et al., 2023), (Enriquez, 2016),
su aplicacion a diferentes areas de las ciencias de la salud (en ~ (Mas-Colell ez al., 1995) entre otros, estas herramientas son
medicina en tratamientos de tumores (Mansilla, 2014) por Utilizadas para modelar ~problemas propios de la

ejemplo) o las telecomunicaciones (internet (Macheso et al. macroeconomia como lo son las expectativas de crecimiento de
2003)) un pais o a nivel micro en el modelado de restricciones de

Contrario a la creencia de que el uso de las matematicas y el presupuesto, de las repercusiones de los impuestos al bienestar

modelado matematico se limita solo a areas relacionadas conla ~ Social, a determinar patrones en la demanda-oferta de bienes, a
ingenieria, la fisica, la medicina o la biologia, su uso va més la determinacion de equilibrios de mercado y al modelado de la
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evolucion de las decisiones de inversion dentro de una empresa
y sus repercusion en la economia. Sin embargo, la mayoria de
esto modelos, por su naturaleza, dejan lado la explicacion
fundamenta en observables reales o cotidianos de sus supuestos
mas elementales enfocandose solo en los fundamentos
matematicos abstractos que lo describen, esto en muchas
ocasiones provoca que se tenga el concepto equivocado de que
este tipo de modelos son demasiado abstractos y sus
condiciones demasiado alejadas de la realidad que tratan de
describir.

Por otro lado, aun aquellos modelos menos abstractos suelen
estar enfocados a publicos especializados en ciertas areas,
dejando de lado aquellos interesados que apenas comienzan en
el estudio de la formalidad matematica y sus aplicaciones en la
vida cotidiana.

La importancia del modelado de situaciones reales como una
manera de incentivar a los jovenes a estudiar matematicas ha
sido ampliamente reconocido en trabajos tales como (Olkun et
al., 2010) y (Ozdemir et al., 2013), por lo que siguiendo lo
desarrollado en (Accinelli ef al., 2016) y (Accinelli ef al., 2021)
y con el objetivo de incentivar a estudiantes de licenciatura,
sobre todo de 4areas sociales e ingenieria, a utilizar el
formalismo matematico para modelar problemas de la vida
cotidiana, en este trabajo se profundiza y describe en términos
de observables reales una aplicacion del calculo diferencial,
calculo multivariado, algebra matricial y teoria de conjuntos a
la economia, en particular al modelado de problemas de
equilibrio general, mediante el uso de modelos de economias
neoclasicas de propiedad privada.

El desarrollo del presente trabajo se plantea como sigue: En
las secciones II a la VI se describe de forma formal en modelo
de economia con produccién de propiedad privada
puntualizando en la medida de lo posible la interpretacion de
los supuestos del modelo en términos reales. Una vez descrito
el modelo en la seccion VII se muestra una generalizacion
posible de este para modelar problemas de diversificacion de
mercado. En la seccion VII se da algunas conclusiones y
posibles lineas de investigacion futura mediante el uso de este
tipo de modelos.

II.

El objetivo principal de este trabajo es el mostrar una
aplicacion interesante para estudiantes de licenciatura del
modelado matematico a la economia. La aplicacion que aqui se
muestra relaciona conceptos de calculo diferencial, algebra
matricial, y teoria de conjuntos, con conceptos clave de la
economia como son oferta, demanda, exceso de demanda,
restriccion presupuestaria, equilibrio de mercado, entre otros.

Para conseguir el objetivo de este trabajo, se comienza
presentado la definicién formal/mateméatica de economia con
produccion de propiedad privada con 2 bienes, 2 consumidores
y 2 firmas, una vez establecida la definicion se procede a
describirla, explicarla y justificarla a detalle.

DESCRIPCION MATEMATICA DE UNA ECONOMIA
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Definicion 1. (Economia con produccion de propiedad
privada) Una economia de propiedad privada € con 2 bienes, 2
firmas y 2 consumidores esta definida por el conjunto

€ ={R% (U, w",6;;),9;,i € {1,2},j € {1,2}}

Donde

e R? es el espacio de consumo y R3 = {(x,y):x =
0,y = 0}, es el espacio de consumo y de precios.

e U; denota la funcioén de utilidad que representa a las
preferencias o gustos del consumidor i € {1,2}, la cual
se asume es cuasi concava.

e w'€R?2 denotan las
consumidor i € {1,2}.

e 0;€[01] es la participacion o derecho del
consumidor i sobre el beneficio de la firma j.

e g; denotala funcion de produccién la firma j € {1,2},
la cual se asume para ser concava.

dotaciones iniciales del

Los supuestos en las funciones de utilidad y producciéon son
para garantizar la solucion de los problemas de maximizacion
de las firmas y consumidores que se discutiran mas adelante.

R2denota el conjunto de pares ordenados (x,y) cuyas
entradas son niimeros reales (plano cartesiano), R2 denota el
cuadrante positivo (primer cuadrante) del plano R?, el simbolo
€ se lee como “pertenece a”.

El espacio R? se utiliza para denotar el conjunto de bienes en
la economia, las entradas negativas denotan cantidades de
insumos y las positivas cantidades de producto. R2 es el espacio
de consumo, a los elementos (x,y) € R2 se les llama cestas, el
nimero x denota la cantidad que se adquire del primer bien e y
denota la cantidad adquirida del segundo.

U;: R2 - R es una representacion matematica de los niveles
de utilidad o satisfaccion que alcanza un consumidor al adquirir
una cesta de consumo (x,y) € R2, esto es, U;(x,y) es un
nimero que representa la valoracion que el consumidor le da a
la cesta de consumo con una cantidad x, y de cada uno de los
dos bienes en la economia, al conjunto de todos los pares que
les corresponde un mismo nivel de utilidad se le llama curva de
indiferencia.

o' = (w}, w}) € R? es la cesta inicial que cada consumidor
tiene al momento de hacer el analisis, esta cesta podria contener
cantidades de ambos bienes, solo de uno o de ninguno, esto es,
o} y w denotan, respectivamente, las cantidades el bien 1y
bien 2 de las que disponen inicialmente el consumidor i = 1,2.
De cierta manera las dotaciones iniciales de cada consumidor
son el “patrimonio” con el que cuenta el consumidor.

8;; € [0,1] representa el porcentaje que cada consumidor i €
{1,2} recibe del beneficio de cada una de las firmas j € {1,2},
como es tipico se impone el supuesto de que entre ambos
consumidores de reparten el total de los beneficios generados
por cada una de las empresas.

gj: R, — R denota la funcion de produccion de la firma j =
1,2, la cual es una simplificacion de la realidad y una
representacion de los niveles méximos de produccion que una
firma puede alcanzar dado cierto nivel de insumos.
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I11. DESCRIPCION DE LAS FIRMAS Y EL PROBLEMA DE
MAXIMIZACION DE BENEFICIOS

A partir de la funciéon de produccion de cada empresa, se
define el conjunto tecnolégico de la firma j = 1,2, como sigue:

Y, ={(0,y2) : % <0,y —gj(=y) <0}, r#j € {1,2}

Los elementos (y,¥,) € Y; reciben el nombre de planes de
produccion de la firma j.

En particular y sin pérdida de generalidad se puede suponer
que la firma j = 1 produce el primer bien y la firma j = 2 el
segundo, por lo que en este caso los conjuntos de tecnologia
pueden ser escritos como

Vi ={1,—y2) 52> 0,1 < g1(32)} y
Y, ={(=y1y2) : 1> 0,5, < g,(31)}

Con lo que queda claro porque se habla de niveles maximos
de produccion. Cuando se produce el bien 1, utilizando como
insumo el bien 2, a través de la funcién de produccion g, la
cantidad g, (y,) denotada la cantidad maxima de bien 1 que se
puede producir utilizando la cantidad de insumo y, y viceversa
para el bien 2. Como es tipico en economia al conjunto dado
por los niveles maximos de produccion para distintas
combinaciones de insumo se le denomina firontera de
posibilidades de produccion (FPP), en términos matematicos
simples la FPP esta descrita completamente por la grafica de
g j» ] = 1,2

Finalmente, antes de proseguir con el modelo, note que si
p = (p1,p;) € RZ denotan los precios de cada uno de los 2
bienes (p;el precio del bien 1 y p_2 el del bien 2), entonces el
valor de una cesta x = (x,x,) € R2 esta dado por el producto
punto de p con x, esto es

P X =DP1Xy + DX, (1

Es el valor o costo por adquirir x cantidad del primer
producto e y cantidad del segundo a unos precios de p; y p,
respectivamente.

Si bien estos supuestos pudieran parecer alejados de la
realidad, la realidad es que no lo son, pues si se considera que
el analisis de la economia se hace considerando nuestra
posicion en la economia y comparandola con el resto de los
consumidores, en este caso uno mismo es uno de los
consumidores y el otro consumidor es un agregado de todo los
demas consumidores (sin incluirnos), de la misma forma 2
bienes es suficiente para realizar un analisis sobre la realidad de
una economia, pues se puede considerar por un lado a todos
aquellos bienes de primera necesidad y englobarlos en un solo
bien (llamado bien de primera necesidad) y por otro englobar a
todos aquellos que no lo son. Las dotaciones iniciales pueden
ser interpretadas como el hecho indudable de que cada agente
en una economia dispone un poco de uno o de algunos de los
bienes disponibles en la economia, ndtese que al considerar
w' € R2 nos permite considerar la posibilidad de que un
consumidor no reciba cantidad alguna de uno o ambos bienes.
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Finalmente, el considerar que los consumidores tienen
participacion sobre las firmas y que entre ambos se reparten el
total de los beneficios, tiene su justificacion en el hecho de que
en la realidad los consumidores trabajan para una o algunas
empresas de los cuales reciben un sueldo, que se puede pensar
como una pequeiia parte del beneficio total de una empresa, a
la vez que el resto del beneficio es repartido entre el resto de
trabajadores y los duefios de las empresas (que a la vez también
son consumidores).

Problema de maximizacion de beneficios:

Dado un sistema de precios p = (p;,p,) € R2, el problema
principal de cada firma es el de determinar el plan de
produccion y € Y}, para el cual su beneficio sea maximo, esto
es, resolver el problema de maximizacion

méx, ey, Py 2)

O explicitamente para cada una de las firmas

max{p, g:(y2) — P2Y2}
max{p,g,(y1) — P1y1}

A los vectores y'=(y{,—y;) y ¥*=(-»{,¥3) que
resuelven estos problemas de maximizacion, para el nivel de
precios p = (py, p2), se le llaman oferta de las firma 1 y de la
firma 2 respectivamente. Notese que las soluciones a estos
problemas dependen de los precios ya dados, por lo que
técnicamente cada vector solucion es una funcion (de 2
variables) que depende de p = (p4,p,), por lo que para hacer
explicita esta relacion se escribe y*(p) y y2(p) en lugar de
simplemente y* y y2.

Iv. DESCRIPCION DE LOS CONSUMIDORES Y EL PROBLEMA
DE MAXIMIZACION DE UTILIDAD

Una vez planteado el problema de las firmas se procede a
plantear el problema de los consumidores. En el modelo se
asume que los gustos de los consumidores pueden ser
representados utilizando funciones de utilidad, y que cada
consumidor percibe parte de los beneficios de las firmas,
ademas de que cada uno cuenta con un “patrimonio” definido
por sus dotaciones iniciales de cada bien, por lo que por lo que
el ingreso del consumidor i = 1,2, esta dado por

W;(, 04, Hiz,wi) =p- w' + 0111 (p) + 0121, (p)

Donde utilizando (1) se puede interpretar a p - w como el
valor (en términos monetarios) del patrimonio del consumidor
i = 1,2. Mientras que 6;;7;(p) y 0;,7,(p) corresponden a las
cantidades que percibe el consumidor por su participacion en
cada una de las firmas.

Una vez descrito el ingreso del consumidor i = 1,2, la
restriccion presupuestaria de este esta definida por el conjunto

Bl(p) = {x = (xl!xZ) € ]Rip X = Wi(p! 9i1'9i2'wi)}

Utilizando (1) la desigualdad dentro de las llaves p - x <
W (p, 6;1,0;,, "), indica que la restriccion presupuestaria esta
conformada, justo como su nombre lo indica, por aquellas
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cestas de consumo que entran dentro del presupuesto del
consumidor, es decir, por aquellas combinaciones de ambos
bienes cuyo valor no rebasa el ingreso total del consumidor i =
1,2. Para simplificar notacién en lugar de W;(p, 8,1, 0;2, w®) se
escribira simplemente W;(p).

El problema de cada consumidor es el determinar la cesta,
dentro de su presupuesto, que le dé la mayor utilidad o
satisfaccion posible, por lo que este problema puede ser escrito
como

max{U;(x1,x2)} s.a. prxy + paxa < Wi(p) 3)

Al igual que en el caso del problema de maximizacion de
beneficios de las firmas, el vector que resuelve este problema
para cada uno de los consumidores estd en funcién de los
precios (y en este caso del ingreso), por lo que para denotar al
vector que resuelve el problema de maximizacion (3) para el
consumidor i, se fija la notacion xt(p, Wi(p)) =

(W), X, W,@) ERG a xi(p W) se le

denomina demanda del consumidor i.

V. EQUILIBRIO WALRASIANO Y LA FUNCION EXCESO DE
DEMANDA

Una nocion clave en el estudio de los mercados a nivel
econdmico es la de equilibrio, en términos simples, un
equilibrio de mercado se logra cuando se determina un precio
para el cual la cantidad ofertada de bienes o servicios iguala a
la cantidad demanda de los mismos, cuando esto se consigue se
dice que los mercados se vacian.

La idea del equilibrio puede ser trasladada al modelo descrito
al considerar la denominada funcion exceso de demanda
z:R%2 > R2, la cual se define sobre el espacio de precios R%
como sigue:

z(p) = (x(p, W1 (p)) — 0?) + (x%(p, W, (p)) — w?)
- (' +y*(»)

Donde xi(p, Wi(p)) es el vector de demanda del consumidor
i = 1,2, definido a partir de (3) y ¥/ (p) es el vector de oferta
dela firma j = 1,2, el cual esta definido a través de (2), y ! y
w? son, respectivamente, las dotaciones iniciales del
consumidor 1 y 2.

O explicitamente

z(p) = (z:(p), z(p)) =
O (p, Wi (p)) — wi + x2(p, Wy (p)) — 0} — y2(p) + y1(p),
3 (p, Wi (p)) — wi + x3(p, Wa(p)) — w3 + yi(p) — y2(p))

La funcién exceso de demanda compara las cantidades
demandadas por los consumidores, junto con lo producido, con
las cantidades existentes y la demanda de insumos para producir
de un mismo bien. Los ceros o raices de esta funcion
corresponden con los equilibrios de la economia. Para ser mas
formales se tiene la siguiente definicion.
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Definicién 2 (Equilibrio Walrasiano) Se dice que p* € R2 es
un precio de equilibrio o equilibrio Walrasiano para la economia
Esiz(p*) =0.

Es importante hacer algunos sefialamientos sobre el
equilibrio Walrasiano. Entendiendo la demanda como la
cantidad de bien que se esta dispuesto a adquirir para un cierto
nivel de precios y la oferta como la como la cantidad que se esta
dispuesto a ofrecer en el mercado a este mismo nivel de precios,
entonces la nocion de equilibrio Walrasiano es justamente la
misma que la nocion de equilibrio econdmico, pues z(p*) = 0
puede ser reescrita en términos de oferta y demanda como
sigue: si p* es un equilibrio Walrasiano, entonces z(p*) = 0 es
equivalente a

xt(p, Wy () + x2(p, Wa(p)) + ¥2(p) = wi + w} + yi(p)
x3(p, Wy () + x3(p, Wo(p)) + ¥2(p) = w3 + w? + y3(p)

Ya que xi(p,Wi(p)) y x2(p, Wo(p)) son las cantidades
optimas de bien 1 demandadas por los consumidores 1 y 2
respectivamente, mientras que y?(p) es la cantidad 6ptima de
insumo 1 que requiere la firma 2 para poder producir,
andlogamente para x3(p, W, (@), x(p. W> (@) ¢ ¥2(p).
entonces el lado izquierdo de ambas ecuaciones representa la
demanda agregada de mercado, mientras que el lado izquierdo
corresponde con la oferta pues w}, w? son las cantidades del
bien 1 de las que disponen los consumidores y que pueden
ofertar en el mercado, mientras que y; (p) es la cantidad de bien
1 producida y ofertada por la firma 1, de la misma forma se
puede interpretar a w3, w?% e y2(p), por lo que el lado derecho
de cada una de las ecuaciones representa la oferta agregada de
mercado del bien 1 y bien 2 respectivamente. Por lo que se
puede concluir que la condicidn z(p*) = 0 es equivalente decir
que para el precio p* la demanda y la oferta agregadas en cada
uno de los mercados se igualan.

Proposicion 1 (Propiedades de la funcion exceso de
demanda) z: R2 —» R? satisface:
1. Leyde Walras: p - z(p) = 0 para todo p € R2.
2. Homogeneidad de grado 0: z(ap) = z(p) para todo
a>0.

La demostracion de esta proposicion puede ser encontrada en
(Mas-Colell et al., 1995) y (Mundell, 1965) por ejemplo. La
homogeneidad de grado 0 dice aumentar o disminuir el precio
de los bienes en una misma cuantia no modifica la demanda y
oferta de estos. La ley de Walras por su parte permite concluir
que para cualquier sistema de precios p = (py,p,) € RZ se
tiene que p;z;(p) = —p,z,(p), por lo que se puede concluir
que si p;z;(p) = 0, entonces necesariamente —p,z,(p) = 0,
mas aun si los precios son estrictamente mayores que 0 (p; > 0
y p, > 0), entonces la condicion p;z,(p) = 0, implica que
z:(p) =0y z,(p) =0, por lo que la ley de Walras permite
analizar solo uno de los 2 mercados para poder determinar los
equilibrios Walrasianos de la economia, si se vacia el primer
mercado en automatico lo haré el segundo y viceversa, esto es
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consecuencia de considerar una economia cerrada y de los
problemas de maximizacion (2) y (3). Una vez mas, aunque en
la actualidad la mayoria de las economias mundiales son
abiertas, la realidad es que la economia mundial (de forma
global) es una economia cerrada donde todas las partes de esta
se comunican entre si de forma directa o indirecta, con el
creciente uso del internet y la aparicion del e-commerce el
comercio entre regiones y zonas del mundo que antes parecian
inimaginables se ha hecho posible.

Remark 1: Una vez que se ha descrito el modelo de
economia con produccion a detalle, una observacion sobre el
aporte del modelo descrito es necesaria, dado que las
herramientas utilizadas en la descripciéon del modelo solo
involucran el uso de conceptos bésicos de teoria de conjuntos
(definicion de conjunto y de elementos de un conjunto), del
célculo diferencial (definicion de funcion, dominio y rango,
notacioén de intervalo, problemas de optimizacién) y algebra
lineal (notacion de producto punto), se considera que este
modelo puede ser estudiando y analizado por estudiante de
primeros semestres de licenciatura que hayan o estén cursando
este tipo de materias. Ademds fijando los parametros
pertinentes del modelo y las funciones que lo describen estos
estudiantes podrian construir ejemplos que simulen situaciones
reales de interés como podrian ser el como afecta el cambio en
los gustos de los consumidores o en tecnologia de produccién a
los precios de equilibrio en una economia, o inclusive modelar
la forma en que las empresas diversifican en los mercados de
una economia a lo largo del tiempo, este Ultimo punto se
discutira en las siguientes secciones, mientras que para los dos
primeros se sugiere la revision de los trabajos presentados por
(Accinelli et al., 2023a) y (Accinelli et al., 2023b).

VL

Los modelos de equilibrio general como el descrito en las
secciones previas son de gran utilidad al analizar situaciones de
reales de interés como lo son los cambios en los precios y sus
repercusiones sobre la economia, los cambios en los procesos
productivos y su repercusion sobre los precios de equilibrio y
el como afectan los gustos de los consumidores a la demanda
de mercado y en consecuencia al equilibrio de mercado. Sin
embargo, la mayoria de las variantes propuestas a este modelo
resultan ser modelos estaticos, en el sentido que se realizan para
analizar una situacion determinada en un momento del tiempo,
sin tener en cuenta el futuro o el como el pasado afecta al
presente de la economia, en este rubro trabajos recientes como
los presentados en (Accinelli et al., 2016), (An et al., 2023),
(Naimzada et al., 2018) entre otros, han permitido generalizar
estos modelos, permitiendo al modelo y a la economia
evolucionar a través del tiempo.

Por otro lado, en (Accinelli et al., 2021) consideran a la
competencia entre firmas como un motor que mueve a la
economia, este tiene relevancia en la realidad, pues el permitir
la entrada de empresas en un mismo mercado genera
competencia, lo que lleva a ofrecer productos de mejor calidad
0 con mejores caracteristicas, asi como a fijar precios mas
accesibles para los consumidores.

MODELO DE DIVERSIFICACION
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En el modelo propuesto en (Accinelli et al., 2016) se divide
a la economia en sectores o ramas de produccion caracterizadas
por la tecnologia que se utiliza para producir, y se asume que
las firmas, representadas por un administrador, en bisqueda de
mayores retornos para su inversion se instalan en cada periodo
en la rama de produccién que mayores beneficios les ofrezcan.
Si bien el modelo es bastante real, deja de lado el hecho de que
una misma empresa puede realizar cambios internos en sus
decisiones de producciéon destinando mayores recursos a
diferentes segmentos en busqueda de entrar en diferentes
mercados relacionados, esto se conoce como diversificacion.

A grandes rasgos existen 4 tipos de diversificacion (ver
(Huerta et al., 2004), (Puente et al., 2016) y (Garcia et al.,
2017)) : i) la diversificacion horizontal la cual ocurre cuando
una firma lanza al mercado un producto vinculado a su
actividad principal, ii) diversificacion no relacionada o
conglomerada en la cual las nuevas actividades de la empresa
no guardan relacion con el modelo de trabajo de la empresa, iii)
diversificacion vertical, esta diversificacion ocurre cuando una
firma produce aquellos bienes que solia comprar a otras firmas,
iv) diversificacion concéntrica la cual se da cuando se integran
nuevos productos o servicios a una linea ya existente, ejemplos
de este tipo de diversificacion ocurren cuando una empresa
decide lanzar al mercado variantes de uno de sus productos ya
establecidos (versiones tradicionales, light, cero azucar, sin sal,
sin saborizantes artificiales, gluten free, etc).

Sobre la diversificacion concéntrica es posible realizar un
modelo utilizando el concepto de economia con producciéon de
propiedad privada (definiciéon 1), para este fin es necesario
reinterpretar el sector productivo del modelo de economia e
introducir un nuevo parametro.

En esta parte se asumira que las 2 empresas pueden producir
utilizando las tecnologias disponibles, el cual es el caso de
firmas que diversifican, cuando los procesos productivos y
mercados a los que buscan ingresar son diferentes
(diversificacion conglomerada) las tecnologias disponibles para
producir podrian ser diferentes entre si, mientras que en el caso
que los mercados en los que las empresas buscan participar sean
similares y/o los bienes que se busca producir solo varian en
determinadas caracteristicas finales (diversificacion
concéntrica) las tecnologias podrian ser similares o incluso
iguales utilizando solo diferentes insumos para dar el termino
final al producto. En ambas situaciones los encargados de las
decisiones de produccion (qué producir y para quién producir)
deberan asignar recursos (materiales, infraestructura, personal,
tiempo, etc.) para desarrollar su produccion.

Para el modelo de diversificacion que se propone en este
trabajo, entendiendo el modelo como una simplificacion de la
realidad, se asume que cada una de las 2 firmas tiene acceso a
ambas tecnologias y se considera como una unidad los recursos
que las empresas deben asignar para utilizar ambas tecnologias.

No se asume que los insumos necesarios para producir se
modifican, si no que la infraestructura o recursos materiales o
de personal deben dividirse para poder utilizar las tecnologias
disponibles, en este sentido los administradores de cada firma
J = 1,2, asignan porcentajes de recursos aj; y @, (@1, @), €
[0,1] tales que aj; + a;; = 1, distribuyen todos sus recursos
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en el uso de ambas tecnologias) para el uso de las tecnologias o
procesos de produccion descritos por las funciones de
produccion g, y g, a cada eleccion de aj; y @jp, j = 1,2, se le
denomina plan de diversificacion de la firma j = 1,2. Cuando
la firma j = 1,2, produce utilizando la tecnologia g, se dice que
la firma j = 1,2, produce en el sector o mercado 1, mientras que
si utiliza la tecnologia g, se dice que produce en el sector o
mercado 2. Dado que la firmas tiene acceso a ambas
tecnologias, entonces cada firma tiene 2 problemas de
maximizaciéon dados por:

C)
)

max{p, (ajlgl (v2) ) — P2)2}
max{p, (ajzgz (1) ) -l

Cada problema corresponde a cada uno de los procesos
productivos. En este contexto, se debe suponer que el nivel de
produccion es proporcional a los recursos destinados a cada
sector, en este caso la oferta de firma j = 1, 2 en el mercado 1

esté dada por Y4 (p,52) = (3" (. 2) —4" (. ).
mientras que la oferta de esa firma en el mercado 2 esta dada

por  y2(p,aj,) = (—ylj'2 (p,a;2), %3 (p, aj_z)), donde
¥y (p) y vy/?(p) resuelven los problemas (4) y (5)
respectivamente. Note que en este caso la oferta de cada firma
depende no solo de los precios, sino que ademas de las
asignaciones de recursos @; ; y @;,. Porlo que en este caso los
beneficios totales de cada firma seran los beneficios que obtiene
cada firma por producir en cada uno de los sectores, obteniendo
asi que el beneficio total de la firma j = 1,2 esta dado por

(P, @1, @2) =0 (V" (0, @) + ¥ (0, @2) ) j = 1,2

De la misma manera, ya que en el modelo los consumidores
tienen participacion en las firmas, entonces el salario de los
consumidores se modifica en la parte correspondiente a los
beneficios de las firmas quedando como sigue:

L;(p,611,0i2, 0) =p - @' + 91‘1”1(1" @j1, “j.Z)
+ Giznz(p, aj'l,aj'z),i =12

Por lo que la demanda de los consumidores debe sujetarse
ahora a la nueva restriccion definida a partir del nuevo ingreso
I;(p, 0,1, 0, "), sustituyendo en (3) W;(p, 0;1, 6y, w') por
I;(p,0;1, 0, "), la demanda del consumidor i = 1,2, toma la
forma ' (p, i(p)) = (0. (P, X} (P 1i(P))) € RE  (se
modifica a la nueva restriccion definida por el nuevo ingreso),
por lo que funcion exceso de demanda toma la forma

Z(P, a) = (Zl (p! a)! ZZ (p! a)) =
i (p, L) + 2 (0. L®) + 3 (P, ays) + 2 (p azs)

=3 (par) = 9 (P az2) — 0l — i,
2(p, L) + x3(p, L)) — 03 +v,%(p, a12)

+ 57 (P' sz,z)_y;'l(P' “1,1)_3’22'1(1‘" ‘7‘2.1))
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Donde a = (a11,a1,a21,a22) e€s el vector de
distribuciones de las firmas. Note que en este caso la funcion
exceso de demanda depende tanto del nivel de precios como de
los planes de diversificacion de las firmas, por lo que es de
esperar que los precios de equilibrio se modifiquen en funcioén
de @ = (a1, 12, az1, @3 5), €s decir, a medida que las firmas
modifican sus decisiones de diversificacion asignando mas o
menos recursos a un sector productivo o a otro, los precios de
equilibrio se modificaran en funcion de los cambios realizados
en las firmas.

Bajo condiciones bastante generales como las enunciadas en
el teorema de la funcion implicita (ver por ejemplo (Accinelli
et al., 2021) y (Krantz et al., 2002) para aplicaciones en la
economia), se puede garantizar que localmente cada precio de
equilibrio p € R%, es en realidad una funcién p(-) de a =
(@11, Q1) Az1, Az 2), €sto es, p(a) = p(Ay1, A2, Az1, A2 2) €
RZ,, lo que demuestra que las decisiones de diversificacion
modifican el equilibrio de la economia.

VIL

Una estrategia exitosa serd aquella que permita obtener
mayores beneficios (Garcia et al., 2018). Por lo tanto, es de
esperar que los directivos de las empresas busquen con el
tiempo replicar las estrategias mas exitosas. En este sentido las
decisiones de mantener, aumentar o disminuir los recursos
designados a cada sector productivo en cada periodo de
decisiéon dependeran de los beneficios adquiridos por su
participacion en cada sector productivo.

Para poder llevar a cabo este analisis utilizando el modelo
propuesto, la comparacion entre beneficios debera realizarse en
el equilibrio de mercado correspondiente, pues es justamente en
este donde hay claridad sobre la dependencia del equilibrio en
los pardmetros de diversificacion a = (@, @17, a4, A32)
(ver la seccion anterior). Entonces, un criterio para determinar
el rumbo que debe tomar los planes de diversificacion es el
siguiente:

DECISIONES DE DIVERSIFICACION

Si a = (ay1,a12 a21,a2,) es el plan de diversificacion
inicial de la firma, entonces

I. Sl T[l(p' aj'l, aj'z) > T, (p, aj'l, aj'z). La fimla j =

1,2, aumentara los recursos destinados al mercado 1

(aj; aumentard), disminuyendo los asignados al

mercado 2 (a;, decrecera manteniendo a; ;1 + @;,

1).

Si nl(p, @1 a]-'z) = nz(p, “j,pa’j,z)- La firma j =

1.
1,2, mantendra las decisiones de diversificacion
previamente tomadas.

III. Por ultimo, si my (p, @1, aj'z) <m, (p, @1, aj'z). La

firma j = 1,2, aumentara los recursos destinados al
mercado 2 (a;, aumentard), disminuyendo los
recursos asignados al mercado 1 (a;, decrecerd
manteniendo ;1 + @, = 1).
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VIII. CONCLUSION

En las primeras secciones de este trabajo se ha mostrado una
aplicacion de las matematicas al modelo econdémico, la cual
involucra el uso de herramientas basicas de calculo diferencia,
algebra matricial, teoria de conjuntos, asi como conceptos clave
de la economia. La naturaleza de las herramientas utilizadas
hace que el modelo sea facil de estudiar y analizar por
estudiantes de primeros semestres de licenciatura, requiriendo
como mayor fortaleza un dominio del calculo diferencial para
resolver los problemas de maximizacion planteados en este
trabajo.

Por otro lado, en la seccion VI del trabajo se ha descrito una
posible aplicacion de este tipo de modelos a problemas de
diversificacion de mercado, lo que contribuye a expandir la
literatura existente sobre las aplicaciones del formalismo
matematico a modelado de economias con produccion de
propiedad privada.

En la seccion VII se sientan las bases para el desarrollo de
una linea de investigacion a futuro, pues la toma de decisiones
sobre aumentar la produccion en un mercado u otro a lo largo
del tiempo se puede realizar mediante el uso de sistemas
dindmicos, en particular mediante el uso de la llamada dindmica
del replicador, sin embargo el empleo técnicas de este tipo va
mas alla del objetivo primordial de este trabajo, por lo que se
plantea como parte de un trabajo futuro enfocado a promover la
investigacion basica y colaboracion entre estudiantes de ultimos
semestres de licenciatura e ingenieria.
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